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ΘΕΜΑ  Β 

 

Β1.  Είναι 
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        ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 2 1 2ln 2 1 1 2ln 2fog x f g x f x x x= = − + = − + − = − =  

             ( )
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        Τελικά ( ) ( )( ) ln( 2) , 2h x fog x x x= = −   

 

Β2.  H ( )h x  είναι συνεχής στο (2, )+  ως σύνθεση λογαριθμικής με πολυωνυμική και έχουμε 
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        Άρα η ( )h x είναι γνησίως αύξουσα στο (2, )+ , επομένως και “1-1” 

 



 

        Για την αντίστροφη συνάρτηση ισχύει   

 

  ln( 2)( ) ln( 2) 2 2y x y yy h x y x e e e x x e−=  = −  =  = −  = +  
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ΘΕΜΑ  Γ 

 

Γ1.  i)  Εφόσον έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο + , ισχύει 
3

2

κ μ
lim ( ) lim

1x x

x x
f x

x→ →

+
  

+
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            Αν κ 0 ή κ 0   , τότε το όριο βγαίνει ή+ −  αντίστοιχα 

      Επομένως για να είναι το όριο πεπερασμένο πρέπει κ 0= . 

 

      ii)  Εφόσον η y x=   είναι εφαπτομένη της 
fC  στο Ο(0, 0)  ισχύει  '(0) 1f =  

 

           Για κ 0=  είναι  
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           Άρα είναι  
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Γ2.  Για κ 0 , μ 1= =   είναι 
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       i)  Έχουμε 
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           Εφόσον 2 2( 1) 0x +    για κάθε x  

           το πρόσημο της '( )f x  προκύπτει από 

           το 21 x−  

             T.E.        T.M. 

 

          H f   είναι γνησίως φθίνουσα στα ( , 1] , [1, )− − +  και γνησίως αύξουσα στο [ 1,1]− . 

          Επίσης παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για 1x = −  με τιμή  
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          Επιπλέον 
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          Επομένως στο 1−  έχουμε ολικό ελάχιστο το 
1

2
−  και στο 1 έχουμε ολικό μέγιστο το 
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    ii)  Από τα ολικά ακρότατα προκύπτει άμεσα ότι ( )
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          Επίσης λόγω του μεγίστου ισχύει 
1

( )
2
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         Για αυτή τη τιμή του α η εξίσωση γίνεται 
1

( )
2

f x =   το οποίο ισχύει μόνο στην θέση μεγίστου  

         δηλαδή για 1x = , άρα έχουμε μοναδική ρίζα. 

          

         Για κάθε άλλο α η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

 

 



 

Γ3.  i)  
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ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1.  Έχουμε 1 1 1( ) 0 ( ) 0g x x h x+ =  =  ,  όπου ( ) ( ) , [ 1, 0]h x g x x x= +  −  

 

        H ( )h x είναι συνεχής στο [ 1, 0]−  ως άθροισμα πολυωνυμικής με την συνεχή (ως  

        παραγωγίσιμη) ( )g x . 

        Επίσης ( 1) ( 1) 1 0h g− = − −    ,  διότι ( ) 1g x   

        και  (0) (0) 0h g=    ,  διότι ( ) 0g x   

 

        Δηλαδή  ( 1) (0) 0h h−    , άρα από Θ. Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 1 ( 1, 0)x  −  τέτοιο,  

        ώστε 1( ) 0h x =  

 

        Επιπλέον έχουμε  ( )
'

'( ) ( ) '( ) 1 0h x g x x g x= + = +    για  [ 1, 0]x −  , διότι '( ) 1g x  −  

 

        Η '( )h x  είναι συνεχής στο [ 1, 0]− , διότι η '( )g x  είναι συνεχής, και δεν μηδενίζεται στο  

        [ 1, 0]− , άρα διατηρεί πρόσημο. 

        Αν είναι '( ) 0h x   , τότε η ( )h x είναι γνησίως αύξουσα. 

        Αν είναι '( ) 0h x   , τότε η ( )h x είναι γνησίως φθίνουσα 

 

        Σε κάθε περίπτωση η ( )h x  έχει το πολύ μια ρίζα. 

        Επομένως το 1x  είναι μοναδική ρίζα. 



 

Δ2.  Έχουμε  (0) 2ημ0 εφ0 κ 0 0f = + −  =  
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        Εφόσον f  παραγωγίσιμη (και στο 0) θα ισχύει 
0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim

0 0x x

f x f f x f

x x+ −→ →

− −
= 

− −
 

  3 κ 0 κ 3 − =  =  
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           Άρα f   γνησίως αύξουσα στο 
π
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  εφόσον είναι και συνεχής στο 0. 

 

           Για  0 ( ) (0) ( ) 0x f x f f x       με την ισότητα μόνο για 0x =  

 

    ii)  Είναι  
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        Η f   είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 
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        επομένως 
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  διότι 
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        και 
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        Άρα  
π

[0, )
3
 +  , δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον μια ρίζα 2x  της εξίσωσης 

π
( )

3
f x =  η οποία  

        είναι μοναδική λόγω της μονοτονίας της ( )f x . 

 

Δ4.  i)  Από (Δ1) είχαμε ( )h x  γνησίως μονότονη στο [ 1, 0]−  , άρα και στο 1[ , 0] [ 1, 0]x  −  

 

            Αν ( )h x  γνησίως φθίνουσα, τότε για 1 10 ( ) (0) 0 (0)x h x h g       το οποίο είναι  

            ΑΤΟΠΟ διότι γνωρίζουμε ότι 0 ( ) 1g x  . 

 

            Επομένως ( )h x γνησίως αύξουσα και για 1 10 ( ) ( ) (0)x x h x h x h       

                   0 ( ) (0)h x g    

 

            Άρα ( ) 0h x    για κάθε  1[ , 0]x x  

 

            Για 1[ , 0)x   είναι  
2( ) ( ) 0f x x h x=    και για 0x =  είναι επίσης 

2(0) 0 (0) 0f h= =  

            Τελικά  ( ) 0f x    για κάθε  1[ , 0]x x  

 

      ii)  Το εμβαδόν του Ω είναι   
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       Εφόσον  ο ' ( 0)y y x =  χωρίζει το εμβαδόν στη μέση ισχύει   
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